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|. INTERVALE DE NUMERE REALE
INECUATII IN R

i.1. Multimi definite printr-o proprietate comuna
a elementelor lor

Tncd din clasa a2 VI-2 am primit notiuni legate de multimi. Reamintim
citeva dintre ele.

O multime M poate fi datd (definitd) in trei moduri:

1. enumeriand elementele ei;

2. folosind diagrame Venn-Euler;

3. dand o proprietate comunid a elementelor.

De exemplu:

1. A= {3, 7,13, 15_';-. Am enumerat elementele multimii A.
B

2. Am folosit o diagrami Venn-Euler.

3. Cz{xlxeN si x =2n, Vne\}.

Proprietatea comuni este ci elementele din C sunt numere naturale pare.

Este nevoie si cunoastem si relatiile dintre multimi precum si operatiile
cu multimi.

Doui multimi A si B pot fi:

1) egale, A =B, daci multimile au aceleasi clemente;

2) una inclusi in cealalti, de exemplu A c B, daci orice elemente al
multimii A este element si al multimii B. In acest caz multimea A se numeste

submultime a multimii B.
Operatiile care pot fi efectuate cu multimi sunt

1) reuniunea (U);

2) intersectia (ﬂ);

3) diferenta (\)

Si ne reamintim multimile de numere.

Multimea numerelor naturale este N={O, 1,23..,n, } si
N ={1, 2,3, ..,n, }

Avermn N N, N U{0} =N, N\{0} =N".



Mulfimea numerelor intregi este Z={..., -n,..,-2,-1,0,12,..,n, }
Z =2\{0}, Z u{0} =2, I\I ={0}, Z=Z_UZ, L{0}.

Multimea numerelor rationale este Q = {x| x= X, y,zed,z# O}.
z

Avem @ =Q\{0}, @ U{0} =0, Q\Q ={0}.

Multimea numerelor irationale, IR\ Q, este multimea numerelor reale care
au o infinitate de zecimale care nu se repetd periodic.

Multimea R a numerelor reale este reuniunea dintre multimea nume-
relor irationale si mulfimea numerelor rationale, IR = (R\Q)uU Q.

Avem R = Q\{O} VB U{O} =R

Se cunosc incluziunile:

NcNcZcQch.

R\Q

PROBLEME REZOLVATE

1. Se di multimea:

2020 2020 12020 [2020
e ; /2020 20205 - === 20,(20)
{ 505’ 101 "V 10 ( }

Aflati: a) AnZ,; b) AnN,; ) An(A\Q).

Rezolvare
Multimea A se mai scrie:

A= {2 ~ 404; 24/505; ‘/4€f1 20;2\ﬂ§;20420)%.

Avem:
2) AnZ = ’2020’ 2020,_2020 : b) ANN= ’202
505 -5 101 505

: 1 [2020
0) Am(D\D)={\/ZOZO, ‘/20205, \/1—01}.




2. Determinati numerele naturale n pentru care:

) 2020 N b) 2017 cZ. 0 2019
Rezolvare

€N,

2n-1 4n-3 2n-3

€N inseamni ci

a) Avem 2020 =2"-5-101. Pentru a avea 20201
n—-

211—-16{1, 2, 4, 5,10, 20, 101, 202, 404, 505, 1010, 2020}; 2n-1=1=
=>n=1 2n-1=2=2n=3=n= % gM; 2n—1 este numir impar, de aceea

trebuie si-1 egalim numai cu numere impare = 2n—-1=5=2n=6=n=3,
2n-1=101=2n=102=n=51, 2n—1=505= 2n =506 = n = 253.
Am gisit n e{l, 3, 51, 253}.
b) 2017 este numar prim, deci 4n-3 € {il, i2017}; 4n-3=1¢<

< 4n=4n=1 411—32—1<:>4n:2<:>n:%¢N; 4n-3=2017 =

= 4n = 2020 = n = 505; 4n—3=—2017:>4n=_2014:>n=_10207¢,¢

Deci, ne{l, 505}.

c) 201923-6733211—36{1, 3,673, 2019}:>2n—3=1<:>2n:4<:>
Sn=2; 2n-3=3&2n=6<n=3; 2n-3=673 < 2n=676 < n =338;
2n—-3=2019 < 2n=2022 << n=1011. Deci, ne{2, 3, 338, 1011}.

3. Se dau multimile:

Az{xeN\{S}l—%e\? si B:{XEN\{6}| 865N}.
— !

X —

Gisiti valoarea de adevir a propozitiei ANB={10, 14}.
Rezolvare
D,={1,2,36}=>x-8e{1,2,3,6}=x-8=1=>x=9
x-8=2=>x=10
=
x-8=3=x=11
x-8=6=>x=14
= A={9,10, 11, 14}.

(63}



D, =1{1,24,8=>x-6€{1,2,4,8 =x—6=1=x=7
X-6=2=x=8
x-6=4=>x=10
x—6=8=x=14

=B={7,8,10, 14}.

Deducemci AnB= {10, 14} , prin urmare propozitia este adevirati.

ab_
a+b+6

4. 54 se giseascd numerele naturale ab pentru care

Rezolvare

Pentru a lucra numai cu cifrele a si b il scriem pe ab explicit in baza 10
aitibu Jy 10a+b=3(a+b+6)
a+b+6
sau incd 10a+b=3a+3b+18< 10a=32+3b+18-b<10a=3a+2b+18=>
= 2b-+18 =10a-3a < 2b+18=7a de unde deducem ci 2b+18 trebuie si
fie multiplu al lui 7. Descoperim ci 2b+ 18 este par, deci 7a este multiplu de 7,
par. Multiplii pari ai lui 7 sunt 14, 28, 42, 56, 70, ... . Este clar ci 2b+18 # 14,
Pentru 2b+18=28=2b=10=b=5 i 2-5+18=7a=7a=28—a=4—

=>ab=45. Pentru 2b+18=42=2b=42-18 =2b=24 >b=12= Nu

convine, cu atat mai mult ceilalti multipli nu convin.

Am gisit ab = 45.

st avermn ab=10a+b. Dupa inlocuire avem

5. Se dau multimile de numere naturale A = {x, 2x-1,x+4, 3x} si
B:{3x—6, x+2, 3x—2, 2X+3}.

Determinati x astfel incit A = B.

Rezolvare

Solutia 1. Luim din multimea A elementul 3x si verificim cu cine ar
putea fi egal din multimea B. Il egalim pe 3x cu toate elementele din B:

3x=3x-6=0=-6 (F)= Nu convine.

IX=x4+2=2x=2=x=1. Pentru x=1 multimile devin Az{l, 1,5, 3},
{ar nu convine (sunt doud clemente egale).

Ircercim mai departe: 3x=3x~-2=0=-2 (F)= Nu convine.

Pentru 3x=2x+3=>x=3. Pentru x=3 cele doui multimi sunt

AR {3, 5 (7, 9} si B ={3,5,7, 9}, deci intr-adevir sunt egale.



Solutia 2. Mai scurtd este solutia urmatoare: Daci cele doud multimi
sunt egale, inseamnd ci au aceleasi clemente, deci suma clementelor din A

trebuie si fie egald cu suma elementelor din B.
Avem S, =x+2x~-1+x+4+43x=7x+3 si Sg=3x—6+x+2+3x~—
—2+42x+3=9x-3. Din S, =S, obtinem 7x+3=9x-3=>2x=6=>x=3

sideci A={3,57,9} s B=1{3,5,7, 9.

3n+2 . 5n +3n . 5n+2 ___15n
abcabc

6. Aritati ci fractia

Rezolvare
Aducem la forma cea mai simpld numiritorul, respectiv numitorul:

302,57 £30.5M2 _157 =3".9.5" 43" .5 253" 5" = 3.5 {9+25-1) =
=3".5"-33=3"-5"-3-13;
abcabe = abe - 10° +abc = abc (1000 +1) = abe 1001 = abe - 7- 111
57
7

[O%)

3n+2-5n+3n.5n+2_15n ~ 3n5n311 ~ 3 ~
abcabc abc-7-11-13  abc-

simplifici cu 11, deci fractia este reductibild.

Avem Ly
13

7. Demonstrati ci 2018 ++/2019 e R\Q.

Rezolvare
Demonstratia o realizim prin reducere la absurd. Presupunem prin reducere

-

la absurd ci y2018+2019 €. Ridicind la piitrat rezult (v/2018 2019 | =
= (\/%18 +J2019)-(@018 + J2019) - (J2018 : \/2019).\&015 +
*(\/2018 ++/2019 )-\/2019 =2018++/2018 -4/2019 +/2018 -1/2019 +

+2019 = 4037 + 24/2018-2019. (Am folosit distributivitatea inmultirii fatd de
adunare tinind cont de a’=a-a.) Am gisit ci 4037+2v2018-2019 €,

deci rezulti ci 2-4/2018-2019 e Q= +/2018-2019 e €, dar 20182019+

# pitrat perfect, contradictic = Presupunerea ficuti nu este adeviratd. =>

=+/2018 ++4/2019 e R\, adica este numdr irational.

8. Gisiti valoarea de adevir a propozitiei:

Numirul \[2 . {310+ 5. [10 +10- (12 +12: 12)}} este numdr irational.




Rezolvare
Tinind cont de ordinea desfacerii parantezelor si de ordinea efectudrii
operatiilor avem:

2-{310+5-[10+10-(12+1) ]} =2-[310+5(10+10-13)] =
:2-[310+5-(10+130)]:2-(310+5-140)= 2-(310+700):2-1010:2020,
deci obtinem J2020 = /4505 = 2\/505, adicd numirul este irational si pro-

pozitia este adevirati.

9. Fie A ={[(2015+2):2017+2017]: 2018+2018} : 2019 +2024. Ce

fel de numir este numirul VA, rational sau irational?

Rezolvare
Tinand cont de ordinea desfacerii parantezelor si de ordinea efectuirii
operatiilor avem A = _( 2017:2017+2017): 2018+ 2018] : 2019+2024 =
=(2018:2018 +2018): 2019+ 2024 = 2019 : 2019 + 2024 = 2025.
Deci, A = 2025 = /A = /2025 = 45, adici este numir rational.
P.5. VII. 267, Revista Alpha, Nicolae Ivischescu

10. Aritati ca solutia ecuatiei \/1+2\/1+3 1+4J1+5x =3 este un

numdir natural.
Rezolvare

Ridicand la pitrat obtinem 1+2\/1+3 1+4J1+5x =9
:>2\/1+3\/1+4\/1+5x :8[:2:>\/1+3 14 44/1+5x =4, deci

1+3y1+441+5x =16 = 3J1+4J1+5x =15[:3= 1+ 441+ 5x =5.

Ridicind din nou la pitrat obtinem 1+44145x =25= 441+ 5x =
=24|:4=>1+5x =6. Ridicind la patrat gisim 1+ 5x =36 = 5x = 35 =
= x=7, deci S“—'{7}.

(Verificarea este imediatd, adici \/1 + 2\/1 +3V1+441+5-7 =

=\/1+2\/1+3,/1+4\/§_ =\/1+2\/1+3\/1+24 =\/1+2\/1+3\[2— =
:\/1+2\/m:\/1+2\/ﬁ=\/1+2-4=\/1+8=\/§=3.)




PROBLEME PROPUSE

1. Fie multimile de numere naturale A = 1% x+3, 2x+3, 3x+1, 4x—2}
si B={2x—4, 2x—1, 3x -1, 4x-3, 3x+2}.

Aﬂagi pentru ce valori ale lui x avem A =B,
2. Ce fel de numar est= mumirul A =9k +6, k e N, rational sau irational?

3. Se dd multimea:
3
M:{(—Z)z; 5 (-1} ; :O: J40; J0,(4); 1,1(3); J27; (%J ; ——0,7}.

Calculati:
M\Q M, M—Z, M0, MNN, I\lﬁ(lﬂ\l), Mﬁ('Q\Z).

4. Determinati x si y pentru care JO,xx(y)—O,yy(x) =0,9(3).

5. Calculati x/K, unde A=35+5-4452-44+5% .44 +5%9 .4

6. Aflati numirul natural x pentru care:
1-2-3+2-3-4+3-4-5+..+x(x+1)(x+2)=756.

15 sbwlna: 51 1
7.Fie A= |(244+6+..+4034)| —+—+—+...+ '
ie \/( )(1-2 23 34 2017-2018)

Ce fel de numir este A, rational sau irational?

8. Caleulati A = [{[(2022-4): 2018+ 2018]: 2019+ 2019} : 2020.

9. Ce fel de numir este numirul A =+9"+3"! neN, rational sau

irational?

10. Ce fel de numir este numirul B=+v1+3+5+7+...+113, rational

sau irational?



OLIMPIADE SI CONCURSURI

este reductibili oricare

1. Demonstrati cd daci 8 |X+ 3y, atunci x+3y
7x+5y

ar f1 x, yeN‘.

2. Se di numirul A :\/n(n+3)(n+4)(2n+1)(7n+2)+2, neN.

Ce fel de numir este numarul A, rational sau irational?

1 1
3. Comparati numerele A = si B= )
e J2013+42014 ° 2012 +2015

G.M. 343, RM. V], Nicolae Ivischescu

3n+9 N

4. Aflati valorile naturale ale lui n, diferite de 5, pentru care
n—

P.S. VII. 267, Revista ,,Alpha®, Nicolae Ivischescu

5. Se dau multimile A:{Zx—3, x—1,3x+1, 4x—1} si B={3x—6,
2x—4, 4x -2, 3x+42}.

Determinati x pentru care A =B

E: 14736, G.M., Nicolae Ivischescu

6. Aflati numerele naturale a, b, ¢, d pentru care:

Ja? —42+13 +/b* —6b+25 + 2 —8c + 41 +/d2 —10d + 61 = 18.
FP.S. VII 2368, Revista ,Alpha“,

Nicolae Ivischescu

7. Comparati numerele A, B, C, D unde:
A=2+4+46+..+4028+2015;

B =2015+2(1+2+3+...4+2014);
C=1+3+5+..+4031;

D=+J1+2+3+...+2014+1008-2015.

P.S. VII. 2360, Revista ,Alpha’,
Nicolae Ivischescu
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